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具有紧支撑的正交小波变换滤波器的设计原理和
一种图像精确分解与重构算法

魏海涛 ,郑南宁 ,张志华
(西安交通大学人工智能与机器人研究所 ,西安 710049)

　　摘　要 :　本文通过从一个新的角度研究了 Daubechies滤波器的设计原理 ,得到了具有紧支撑的正交小波变换滤

波器设计的两个理论依据 ,由此构造了一种图像的精确分解与重构算法.该算法非常简单易行 ,并且与 Daubechies滤

波器的设计原理是一致的.实验结果表明本文提出的算法能达到无失真的重构.
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Orthogonal Wavelet Transform with Compact Support Filter De sign Method and
an Algorithm of Image Perfect Decompo sition and Reconstruction

WEI Hai2tao ,ZHENG Nan2ning ,ZHANG Zhi2hua
( Institute of Artificial Intelligence and Robotics , Xian Jiaotong Univ. , Xi’an 710049 , China)

Abstract :　In this paper ,a novel method to design the Daubechies filter is introduced. Based on this ,an algorithm of the image

perfect decomposition and reconstruction is proposed. In fact ,for orthogonal wavelet transform ,the padding approach to the boundary

condition is periodic. The approach is derived from the design method of Daubechies filter. When the signal length is more than the

length of the filter ,the signal can be decomposed and reconstructed perfectly.
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1　引言
　　小波变换的应用研究是与小波变换理论研究紧密结合在

一起的[1 ] .数字信号处理中一个重要组成部分就是信号的精

确分解与重构.基于小波分析的完美重构滤波器的设计是小

波分析理论与应用的一个重要方向 [1～3 ] .例如 ,最近几年发展

起来的数字水印技术中 ,有一类水印嵌入方法是附加水印信

息在图像小波变换系数上 ,以检测图像的非授权使用 [4 ] .由于

小波变换与人类视觉系统的多通道模型相匹配 ,利用完美重

构滤波器可以更好地在嵌入水印的不可感知性和稳健性之间

取得平衡.

本文首先从一个新的角度研究了 Daubechies滤波器的设

计原理 ,得到了具有紧支撑的正交小波变换滤波器设计的两

个理论依据 ,在此基础上 ,构造了一种图像的精确分解与重构

算法.同时本文发现文献 [3 ]中的方法是进行零延拓 ,重构时

需要利用正交化过程来调整滤波器系数 ,以达到无失真恢复

的目的.本文的算法则无需此过程 ,故降低了计算复杂度 ,并

且与正交滤波器的设计原理更加吻合.

2　具有紧支撑的正交小波滤波器设计原理
　　关于多分辨分析的内容 ,可参见文 [5 ]～ [8 ].这里 ,本文

只重点回顾一下多分辨分析空间 V1中的数字信号 f ( x)分解

到子空间 V0和正交补空间 W0的表达式 :

f ( x) = ∑
k∈Z

uk<(2 x - k) = ∑
m∈Z

vm<( x - m) + ∑
n∈Z

wnψ( x - n)

(1)

其中

vm =〈f ( x) , <( x - m)〉= 1/ 2∑
l∈Z

�hlu2 m + l (2)

wn =〈f ( x) ,ψ( x - n)〉= 1/ 2∑
l∈Z

�glu2 n + l (3)

gn = ( - 1) n�h1 - n (4)

由 V0和 W0中的小波分解系数 vm 和 wn重构 uk的表达式为 :

uk = ∑
m∈Z

vmhk - 2 m + ∑
n∈Z

wngk - 2 n

通常对于数字信号的分解与重构可以视为对{ uk} k∈Z的

分解和重构 ,其中{ uk} k∈Z代表了数字信号 f ( x)在不同位置

的采样值.
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　　滤波器{ hn} n∈Z在分解和重构中起着一个很重要的作

用.在实际应用中 ,往往特别关注的是一类具有紧支撑的滤波

器 ,即有限长度滤波器.当对信号进行周期延拓时 ,分解与重

构可用矩阵形式表示.为不失一般性 ,这里假设长度为 M = 16

的数字信号和长度为 2 N = 4的滤波器 .

信号{ uk} k = 0 ,1 , ⋯, M - 1的分解形式为 :

1/ 2

�h0 �h1 �h2 �h3

�g0 �g1 �g2 �g3

�h0 �h1 �h2 �h3

�g0 �g1 �g2 �g3

…

�h0 �h1 �h2 �h3

�h0 �h1 �h2 �h3

�h2 �h3 �h0 �h1

�g2 �g3 �g0 �g1

u0

u1

u2

u3

u4

u5

…

u14

u15

=

v0

w0

v1

w1

v2

w2

…

v7

w7

(5)

h0 g0 h2 g2

h1 g1 h3 g3

h2 g2 h0 g0

h3 g3 h1 g1

h2 g2 h0 g0

h3 g3 h1 g1

…

h2 g2 h0 g0

h3 g3 h1 g1

h2 g2 h0 g0

h3 g3 h1 g1

v0

w0

v1

w1

v2

w2

v3

w3

…

v7

w7

=

u0

u1

u2

u3

u4

u5

u6

u7

u8

…

u15

(6)

依次将式 (5)的矩阵和向量分别记为 : A、U 和 B ,则式 (5)可

改写为 1/ 2 A U = B .

信号{ uk} k = 0 ,1 , ⋯, M - 1的重构形式为式 (6) ,即 �ATB = U .

根据双尺度方程 <( x) = ∑
n∈Z

hn<(2 x - n)可以推出 ∑
n∈Z

hn =

2.为了分解与重构的对称性 ,不妨设 ∑
n∈Z

hn = 2 .则分解与重

构可以写为 :

1/ 2 AU = B和 2 �ATB = U

也就是说 , A - 1 = �AT , A是酉阵.将上述情形推广到任意的 M

∈Z +和 N ∈Z + ,可以得到 { hn} n = 0 ,1 , ⋯,2 N - 1所应满足的条

件 :

∑
2N - 1

n =0

hn�hn - 2 k =δ0 , k ( k = 0 ,1 , ⋯, N - 1) (7)

其中δ0 , k =
1 ,

0 ,
　　

k = 0

k≠0
.

式 (7) N个方程与多分辨分析空间的标准正交基是有着紧密

联系的.事实上 ,有下述定理 :

定理 :∑
2N - 1

n =0

hn�hn - 2 k = 2δ0 , k ( k = 0 ,1 , ⋯, N - 1)成立的充分

条件是{ <( x - k) } k∈Z和{ <(2 x - k) } k∈Z分别构成V0和 V1的

标准正交基.

证明 :因为{ < ( x - k) } k∈Z构成 V0 的标准正交基 ,所以

∫<( x) �<( x - k) dx =δ0 , k ,由双尺度方程 ,有

∫∑
2N - 1

n =0

hn<(2 x - n) ∑
2N - 1

m =0

�hm�<(2 x - ( m + 2 k) ) =δ0 , k ,

又因为{ <(2 x - k) } k∈Z构成 V1的标准正交基 ,所以可以推出

∑
2N - 1

n =0

hn�hn - 2 k = 2δ0 , k

(注意到这里的 ∑
n∈Z

hn = 2) 证毕

其实 ,根据矩阵的可逆性 ,任意一组满足上述方程组的解

都能构成无失真重构滤波器.为了使分解得到的小波系数具

有良好的分布特征 ,可以从正交补空间 W0 入手 ,希望分解到

W0中的系数具有较小值 ,这样对小波系数进行去噪、信号奇

异性检测[9 ]和量化、压缩与编码[10 ]就很有意义.在数字信号

处理中 ,可以理解为{ hn} n∈Z的选取应该使得{ gn} n∈Z对于光

滑信号尽可能产生零响应.

同时应注意到求 wn时 ,是利用 f ( x)与ψ( x - n)做内积.

是不是有某种方法可以使得信号与 W0 的基底内积的值较小

呢 ?下面将探讨这一点 ,同时构造关于{ hn} n = 0 ,1 ,2 , ⋯,2 N - 1的

另外 N个方程.

一个充分光滑的信号 f ( x)可由其零点的泰勒展开近似

表示为 :

f ( x)≈ PJ ( x) = f (0) + f′(0) x + f″(0) x2/ 2 ! + ⋯

+ fJ (0) xJ / J ! = ∑
J

j =0

αjx
j

其中 ,αj = f j (0)表示在 0点 f ( x)的 j阶导数.那么分解到 W0

中的小波系数则为 :

wn =〈f ( x) ,ψ( x - n)〉≈〈 PJ ( x) ,ψ( x - n)〉

=∫∑
J

j =0

αjx
j�ψ( x - n) dx

根据泰勒展开的性质 : |αj | ϖ0 ( j ϖ ∞) ,显然 ,若要使得

wn的值较小 ,只要使得下式成立即可.

∫xj�ψ( x) dx = 0 , ( j = 0 ,1 , ⋯) (8)

如果∫xj�ψ( x) dx = 0 , ( j = 0 ,1 , ⋯, N - 1) ,称ψ( x)具有 N

阶消失矩 (vanishing moments) .再由关于ψ( x)的双尺度方程

ψ( x) = ∑
n∈Z

gn<(2 x - n) ,利用数学归纳法得式 (8)成立的充分

条件为 :

∑
n∈Z

�gnnj = 0 , ( j = 0 ,1 , ⋯) (9)

详细证明过程见附录.

另外由于式 (4)的有限长度表达形式 : gn = ( - 1) nh1 - n ( n

= 1 ,0 , ⋯,2 - 2 N)可以化为 gn = ( - 1) nh2 N - 1 - n ( n = 0 ,1 , ⋯,

2 N - 1) ,因此 ,式 (9)就可以记为 :

∑
2N - 1

n =0

( - 1) nh2 N - n - 1 nj = 0 , ( j = 0 ,1 , ⋯, N - 1) (10)

这样就又得到 N个方程.联合式 (7)就有了含有 2 N 个未

知数的 2 N个方程的方程组.

因此 ,求解这样一个方程组 ( N较小时均有解) ,就可得到

2 N个滤波器系数.这种系数最早由 Daubechies[11 ]做出 ,故亦

称之为 Daubechies滤波器系数.事实上 ,{ hn} n∈Z和{ gn} n∈Z分
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别对应了低通和高通滤波器 ,它们构成一对子带编码中常用

的正交镜像滤波器 (Quadrature Mirror Filter) [12 ] .

例　当 N = 3时 ,方程组的解为 :

h0 = (1 + 10 + 5 + 2 10) / 16 2

h1 = (5 + 10 + 3 5 + 2 10) / 16 2

h2 = (10 - 2 10 + 2 5 + 2 10) / 16 2

h3 = (10 - 2 10 - 2 5 + 2 10) / 16 2

h4 = (5 + 10 - 3 5 + 2 10) / 16 2

h5 = (1 + 10 - 5 + 2 10) / 16 2

经验证 ,这组滤波器系数满足条件 (7)和 (10) ,并且形成的分

解矩阵是酉阵.因此 ,这组滤波器系数构成完美重构滤波器.

根据上面的分析 ,可以得到两点结论 :

(1) 具有紧支撑的正交小波变换滤波器 { hn } n∈Z和

{ gn} n∈Z所应满足的条件为 :

∑
2N - 1

n =0

hn�hn - 2 k =δ0 , k ( k = 0 ,1 , ⋯, N - 1) (11)

∑
2N - 1

n =0

( - 1) nh2 N - n - 1 nj = 0 ( j = 0 ,1 , ⋯, N - 1) (12)

(2)具有紧支撑的正交小波变换滤波器适用于周期延拓

的边界条件.这一点从滤波器的构造过程就可得知 ,周期延拓

以后形成酉阵 A ,进一步通过求解由式 (7) 、(10)组成的方程

组得到{ hn} n∈Z .

3　图像的精确分解与重构算法和实验分析

　　为了验证本文的观点 ,应用 Mallat 的二维多分辨分析及

其金字塔算法[13 ] ,构造基于正交小波变换的图像精确分解与

重构算法 :图像矩阵记为 UL×L ,分解用的滤波器组成的矩阵

记为 AL×L ,重分解的结果记为矩阵 VL ×L .那么 ,分解与重构

算法可以表示为 ,分解 : V = A ( AUT) T = AUAT ,重构 : U = A - 1

V ( AT) - 1 = ATVA , AL ×L左乘相当于对图像的列做一维小波

变换 , AL ×L右乘相当于对图像的行做一维小波变换.

这里利用第二节算出的滤波器系数对 Lena (512 3 512 3 8

位)图像进行二重分解与重构 (图 1) ,所得的重构图与原图的

PSNR值为无穷大.

图 1　Lena图像的二重分解与重构示意图

(其中 ,细节系数进行了线性拉伸)

从本文的算法中可以发现 ,重构用的滤波器矩阵就是 A

的转置.与文[3 ]中的无失真算法相比 ,本文的算法重构时无

须对滤波器进行正交化过程 ,分解和重构用的滤波器系数是

完全一样的 ,降低了计算复杂度.基于 Daubechies滤波器的设

计原理 ,本文提出的算法同样可以达到对信号进行精确分解

和重构的目的.

4　结论

　　本文首先从一个崭新的角度研究了 Daubechies滤波器的

设计原理 ,得到了设计具有紧支撑的正交小波变换滤波器设

计的两个理论依据 ,在此基础上 ,构造了一种图像的精确分解

与重构算法.把本文提出的算法应用到像数字水印等具体实

际问题中是今后需要进一步研究的一个方向.

附录

式 (6) ∫xj�ψ( x) dx = 0 ( j = 0 ,1 , ⋯)成立条件 ∑
n∈Z

�gnnj = 0 ( j

= 0 ,1 , ⋯)的推导 :

证明 :

由关于ψ( x)的双尺度方程ψ( x) = ∑
n∈Z

gn<(2 x - n) ,两边

关于 <( x)作内积

∫xj�ψ( x) dx =∫xj∑
n∈Z

�gn�<(2 x - n) dx =∫∑
n∈Z

�gn�<( x) ( x + n
2

) jdx

下面采取数学归纳法来证明

(1)当 j = 0时

∫∑
n∈Z

�gn�<( x) ( x + n
2

) jdx =∫∑
n∈Z

�gn�<( x) dx = ∑
n∈Z

�gn∫�<( x) dx = 0

所以　∑
n∈Z

�gnn0 = 0.

原命题成立.

(2)假设当 j = 1 , ⋯, N - 1时原命题成立.那么当 j = N

时

∫∑
n∈Z

�gn�<( x) ( x + n
2

) N dx

= ∑
n∈Z
∑
N

i =1

�gnCi
N nN - i∫�<( x) xidx + ∑

n∈Z

�gnC0
NnN∫�<( x) dx

显然前一项已经为 0 ,为了使得后一项为 0 ,则只需要

∑
n∈Z

�gnnN = 0.

证毕.
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下面利用上述算法 ,针对 A1的不同取值进行仿真分析.

考虑同步 DS/ CDMA系统 ,用户数 K = 5 ,处理增益 N =

10.用户 1为所需检测的信号 ,其余用户为多址干扰 ,干扰强

度 : MAIk = 10log10 ( A2
k/ A2

1) = 20dB , k = 2～5.信道干扰为高斯

白噪声 ,信噪比 SNR1 = 10log10 ( A2
1/σ2) = 20dB.针对 A1 的不同

取值所得仿真结果如图 1所示 ,图中曲线表示 CM检测器的

输出信干比 :

SIR1 ( n) = E2{ w ( n) Tr} / Var{ w ( n) Tr} (18)

图 1表明当 A1 = 014时 ,CM检测器的输出信干比成下降

趋势 ,此时检测器抑制多址干扰的能力较差.当 A1 = 1/ 3 =

015774为临界值时 ,CM检测器具有抑制多址干扰的能力 ;而

当 A1 = 1时 ,检测器具有较强的干扰抑制能力.仿真结果验证

了结论 2.

图 1　CM检测器的输出信干比

5　结论

　　本文分析了常数模方法抑制多址干扰的能力 .得出本文

的主要结论 :当解调信号的接收幅值小于临界值 1/ 3时 ,常

数模方法抑制多址干扰的能力较差 ;相反 ,则具有较强的

多址干扰抑制能力.同时指出并纠正了文献 [5 ]中的错误.仿

真分析验证了本文的结论.本文的讨论仅限于高斯信道 ,对于

衰落信道可作类似分析 ,还有待研究.
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